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УСТОЙЧИВОСТЬ СТАЦИОНАРНЫХ ДВИЖЕНИЙ  
ТВЁРДОГО ТЕЛА, ДВИЖУЩЕГОСЯ  

ПОД ДЕЙСТВИЕМ ГИРОСКОПИЧЕСКИХ СИЛ  
В ПРОСТРАНСТВЕ ЛОБАЧЕВСКОГО 

 
Рассматривается движение твёрдого тела в пространст-
ве постоянной отрицательной кривизны (пространстве 
Лобачевского) при воздействии гироскопических сил. Полу-
чены необходимое и достаточное условия устойчивости по 
компонентам винта скорости стационарных движений 
тела, происходящих при постоянном винте внешних сил. 

Ключевые слова: устойчивость; твёрдое тело; гироско-
пические силы; пространство Лобачевского.  

1. Предварительные положения  
Согласно проективной модели Ф. Клейна пространство 

Лобачевского 3L  реализуется внутри абсолюта гиперболиче-
ского пространства 3  с уравнением  

        ,0
24232221  xxxxxxg ji

ij   (1) 

где ijg  – метрический тензор. Задание этого тензора в общей 
теории относительности характеризует структуру данного про-
странства с вложенным в него  стационарным силовым полем. 
                                                   
© Макеев Н. Н., 2014 



ПРОБЛЕМЫ МЕХАНИКИ И УПРАВЛЕНИЯ – 2014 

 84

Под движением (в геометрическом смысле) пространства 
Γ3 понимается проективное невырожденное линейное преобра-
зование, переводящее в себя абсолют (1). Так как между одно-
членными группами движений в пространстве Γ3 и специальны-
ми линейными комплексами в пространстве Р3 существует вза-
имно однозначное соответствие, то движение в пространстве Γ3, 
как и в пространстве 3L , задается бивектором псевдоевклидова 

пространства 1
4R .  

Винт (кинематический и динамический) в пространстве L3 
определяется непростым бивектором, заданным плюккеровыми 
координатами внешней и внутренней оси винта.   

Рассмотрим свободное от связей абсолютно твёрдое тело, 
движущееся в пространстве L3. Пусть  0

4
0
1

0 ... eeP  – опорный 
координатный тетраэдр, автополярный относительно абсолюта 
(1), и неизменно связанный с инерциальным пространством 3L . 
Этот тетраэдр задаётся точками )4,...,1(0 je j  данного про-
странства. С твердым телом неизменно свяжем координатный 
тетраэдр инерции  41 ... eeP , также автополярный относительно 
абсолюта (1) [1], так, чтобы его вершина 4e  была собственной, 
совпадала с центром инерции твердого тела, и чтобы ориентация 
данных тетраэдров совпадала [1]. Взаимное расположение тетра-
эдров PP ,0  в пространстве конфигураций может быть одно-
значно задано параметрами положения и ориентации [2]. 

Обозначим компоненты сдвига тела вдоль его главных 
осей инерции 342414 ,, eeeeee  через 342414 ,, vvv , а компоненты 

вращения вокруг этих осей – через 342414 ,,  , соответствен-
но. Пусть 123123 ,, AAA  – моменты инерции сдвига вдоль данных 
осей, а 342414 ,, AAA  – моменты инерции вращения вокруг этих 
осей. Определение моментов инерции сдвига и вращения твёр-
дого тела в пространстве 3L  дано в работе [1]. 

Для моментов инерции сдвига и вращения твёрдого тела 
имеют место тождественные соотношения связи [1] 



Н.Н. Макеев. Устойчивость стационарных движений твердого тела…  

 85

,2
341224311423 MkAAAAAA    (2) 

где k  – радиус кривизны пространства 3L , M  – величина мас-
сы твердого тела. 

Уравнения движения твёрдого тела, происходящего под 
воздействием силового винта внешних сил ijL  в пространстве  
L3, имеют вид [1]  

  
  

 .3,2,1

,

23234243424
3112

14
14

14234242434
343123

14

LkvvAAA

LkvvAAvA












 (3) 

В системе уравнений (3) каждая их двух групп уравнений 
задана приведённым уравнением-представителем. Остальные 
уравнения каждой группы следуют из данных при циклической 
перестановке индексов 1, 2, 3 в данных величинах.  

Зададим компоненты силового винта для уравнений ДС 
(3) относительно автополярного тетраэдра P  в виде 

 .3,2,1

,
2322434342424123431232

1422412343134242434142

mkvvLk

mkvvLk









 (4) 

В системе (4) числа  srsrm rsrs  ;4...,,1;3,2,1,  
− заданные постоянные коэффициенты и параметры винта 
внешних сил, соответственно.  

Поскольку мощность силового винта, заданного выраже-
ниями (4), при всех значениях 0rsm  тождественно равна ну-
лю, то силы, определяемые этим винтом при данных условиях, 
являются гироскопическими (по Томсону и Тэту) [3, с. 222]. 
Кроме того, критерием гироскопичности системы обобщенных 
сил, линейно зависящих от обобщенных скоростей, является ко-
сосимметричность матрицы коэффициентов её аналитического 
представления [4, с. 394], что и выполняется в данном случае.  

В силу соотношений (4) система динамических уравнений 
(3) в осях тетраэдра P  принимает вид [5]  
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  

  

 .3,2,1

,

2323424243434312412

34243424
3112

14
14

1423431241224343424

34242434
343123

14

mkvv
vvAAA

mkvv
vvAAvA





















          (5) 

Система уравнений (5), представленная двумя группами 
уравнений, является многопараметрической системой, аналити-
чески замкнутой относительно компонент vi4, ωi4 (i = 1, 2, 3), ес-
ли параметры mrs не зависят от других переменных. Эта система 
при значениях всех силовых параметров mrs = 0 обладает пер-
выми алгебраическими интегралами [5] 

    
 

  
 

    
 

.

,

,

2
3

321

214
14

234
123

2
321

3434
34

1234
122

1
321

21414
14

21234
121

hAvAV

hAvAV

hAvAV



















          (6) 

В равенствах (6) jh  – постоянные интегрирования; сим-
вол (1 2 3) под знаком суммы обозначает суммирование по ве-
личинам, получаемым циклической перестановкой данных чи-
словых индексов в указанных величинах. Соотношения 21 ,VV  
являются интегралами кинетического винта ( 1V  – интеграл мо-
дуля кинетического винта, 2V  – аналог интеграла Э. Нетер), а 

3V  – интегралом энергии. Интеграл V1 является функцией би-
вектора и поляризованного бивектора кинетического винта; ин-
теграл V2  – функцией бивектора. Величина 3V  сохраняется в си-
лу свойства гироскопичности внешних сил, действующих на 
твёрдое тело.  
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2. Постановка задачи 
Из многообразия возможных движений, определяемых 

уравнениями (5), выделим класс движений, для которого вы-
полняются условия  

);4,...,1;3,2,1( srsrconstm rs            (7) 
относительно осей связанного тетраэдра и не зависят от текуще-
го положения и ориентации твёрдого тела. 

Под стационарными движениями тела в пространстве L3 
понимается класс движений, удовлетворяющих системе условий  

).3,2,1(,, 4
0

44
0

4  iconstvconstv iiii     (8) 
Ограничения (8) определяют классы равномерных сдвигов 

тела вдоль его осей инерции и равномерных вращений вокруг 
этих осей с данными скоростями, соответственно.  

Ставится следующая задача: для некоторых видов ста-
ционарных движений, удовлетворяющих уравнениям (5) и усло-
виям (7), (8), найти необходимое и достаточное условия устой-
чивости по А.М.Ляпунову. 

3. Необходимые условия устойчивости 
Пусть выполняются условия (7). Тогда система уравнений 

(5) при некоторых значениях параметров mrs допускает однопа-
раметрические множества стационарных решений, определяю-
щих соответствующие стационарные движения тела. Предста-
вителями этих множеств при условиях 

0,0),,,( 231434312412  mm                 (9) 
являются две следующие группы решений. 

Группа 1 
,)3,2,1;3,2(0, 44

0
14
0

14  irv ir   (10)  
для которой имеют место ограничения 

.)()()()( 12412131341122413431
0

2    mmmmk  
Группе решений (10) соответствует равномерное враще-

ние твёрдого тела вокруг его оси инерции со скоростью ω0. 
Группа 2 

,)3,2,1;3,2(0, 44
0

14
0

14  irvvvv ir     (11) 
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имеющая место при ограничениях  
.)()()()( 13424131121243411231

0
2    mmmmvk  

Группа решений (11) определяет равномерный сдвиг твёр-
дого тела по его оси инерции, происходящий со скоростью v0. 
Сложное движение тела, составленное из совместимых движе-
ний (10), (11), является его равномерным винтовым движением, 
происходящим с данными скоростями. 

Исследуем устойчивость по первому приближению движе-
ний группы 1, происходящих при условиях (9), принимая состояние 
тела (10) за невозмущённое. В возмущённом движении положим  

,)3,2(, 4
10

14  rr
r   

.)3,2,1(4  ivv i
i  

Построим для уравнений основной динамической системы 
(5) в силу приведённых возмущений соответствующую систему 
уравнений первого приближения. На основе этой системы стан-
дартным образом составим характеристическое уравнение сис-
темы в возмущениях (вариациях) в виде (здесь, естественно, по-
лагается ω0  ≠ 0 и для  λrs должны выполняться условия (9)) 

,0

0
0

0
0

0
0

124
242331

331
342312

2434
23

3112

2331
342

24

2312
124

34

31122434
14





















AP
PA

A
AP

PA
A

     (12) 

где обозначено  

1
0

14
1124234114123

1233121122310

,,)(

,,,








IIAAnIAAn
IAAnIAAnnP ss  

.)4,...,1( s  
Представим уравнение (12) в развёрнутом виде  





6

0

,0
k

k
ka                                         (13) 
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где обозначено  

.,0
,)()(

)()(

34312423141265

43
3112

23
3424

143424

21
3424

23
3112

1431123

AAAAAAaa
PPAAAA

PPAAAAa










 

Выражения для остальных коэффициентов уравнения (13) 
здесь несущественны.  

Из уравнения (13) следует, что равномерное вращение те-
ла, определяемое условиями (10), в некритических случаях не 
является асимптотически устойчивым, поскольку одно из де-
терминантных неравенств Льенара–Шипара [6] нарушается и 
принимает вид  

,02
363  aa  

где ∆3 − определитель Гурвица.  
Рассмотрим движение (10) при условии λ14λ23 ≠ 0, когда 

при всех остальных значениях r, s имеем λrs = 0. В этом случае 

)].()()[(
,])()()[(

,0

433424213112
223

3431241223144

4321
223

4231
423

23142

310

PPAAPPAAAAAAAAa
PPPPPPPPAAa

aaa









  

Нулевые корни уравнения (13) в этом случае указывают 
на то, что начальное возмущение кинетического винта твёрдого 
тела сохраняется постоянным. Поскольку данный случай явля-
ется критическим, то условие устойчивости данного движения 
представим в форме Re μ = 0 [7]. Это условие в силу наличия 
нулевых корней уравнения (13) приведёт к необходимому, но не 
достаточному условию устойчивости, выраженному системой  

.0,0,04 4262
2
4  aaaaa                  (14) 

Первое неравенство системы (14) принимает вид 

,0)(

)()]()(

)(2[2)()(

2
433424213112

223
43342421311234312412

423134312412
4232

34312412







PPAAPPAA
PPAAPPAAAAAA

PPPPAAAAAAAA




 (15)  

а остальные приводятся к соотношениям  
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,013012
2
011  aaa                               (16) 

.02
25024

2
023

3
022

4
021  aaaaa              (17)  

Введём обозначения:  

,,
,,

2423214121

3123212231

AADAAD
AACAAC




., 2314434233 AADAAD   

В данных обозначениях коэффициенты соотношений (16), 
(17) представляются в виде 

,21342421311211 DDAACCAAa   

,)]()([ 14
32342421311212 DDAACCAAa   

,)()()()( 223
34312412

214
3424311213  AAAAAAAAa   

,)()(,2, 223214
25

14
25424212121   aaDaDDCCa  

,)]()([ 14
2121322122 CCDDDDCCa   

.)()]()(

[)()(
214

3221

2121
223

221123





DDCC
DDCCDCDCa




 

Таким образом, соотношения (15)−(17) выражают необхо-
димое условие устойчивости движений группы 1, определяемых 
условиями (10) и соответствующими им ограничениями.  

Исследуем устойчивость по первому приближению дви-
жений группы 2, происходящих при условиях (9), принимая со-
стояние тела (11) за невозмущённое. В возмущённом движении 
положим  

,)3,2(, 4
10

14  rvvvvv r
r  

.)3,2,1(4  ii
i   

Построив для данного движения систему уравнений пер-
вого приближения, составим её характеристическое уравнение  
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,0

0
0

0
0

0
0

31
3414

4
12

34
23

243112

1424
123

31
2

31
34

1424

12
1

14
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Аналогично предыдущему можно показать, что в силу 
уравнения (18) движение (11), являющееся равномерным сдви-
гом тела по оси инерции, в некритических случаях не является 
асимптотически устойчивым.   

Рассмотрим движение (11) при условии 02314  , когда 
при всех остальных значениях r, s имеем 0sr . В этом случае 
уравнение (18) приводится к виду  

,0)( 2
2

4
4

6
2  bba                          (19) 

где обозначено  
,])()()[( 4321

214
3241

414
23142 QQQQQQQQAAb    

.)](
)()[(

313431422412

214
3424311223144

QQAAQQAA
AAAAAAb


 

  

В силу уравнения (19) соотношения, являющиеся анало-
гами условий (15)−(17) для данного движения, имеют вид 

,0)()()]
()()
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422412313431

214
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3134313424311232

4134312412
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                (21) 
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В соотношениях (21) обозначено  

,21343112241211 DCAADCAAb   

,)]()([ 23
21343132241212 DCAADCAAb   

,,2,, 2525
23

2542421211313 abaDbabab    

,])([ 23
422221122 DDCDCDCb   

.)()]([)()( 223
2242211

214
221123  DCDDCDCDCDCb   

Таким образом, соотношения (20), (21) выражают необхо-
димое условие устойчивости движений группы 2, определяемых 
условиями (11) и соответствующими им ограничениями. 
В случае, при котором 312312 AAA  , имеем a21 = a22 = 0 и не-
равенство (17) становится квадратичным относительно ω0. В 
этом же случае 02211  bb  и первое неравенство (21) стано-
вится линейным относительно v0; при этом всегда b13 > 0.  
 

4. Достаточные условия устойчивости 
 

Рассмотрим достаточное условие устойчивости движений 
группы 1, происходящих при условиях (9), принимая состояние 
(10) за невозмущённое. В данных движениях положим λ14 ≠ 0, а 
все остальные параметры λrs = 0.  

Система уравнений возмущённого движения имеет пер-
вые интегралы 

.2

,)(2)()(

1014
2
114

2
3122

1
14

01414
2

114
2

3121

constAAvAW

constAAAvAW








 (22) 

Здесь и всюду далее символ ...  имеет тот же смысл, что и сим-
вол (1 2 3) в равенствах (6). 

Составим связку интегралов (22) по Лагранжу 

,)()()(

)2(
2

114
2
11414

2
12323

2
2

2
021





AJAAvJAA

WWJWW



 

   (23) 

где ,114 IAJ   − постоянный множитель Лагранжа. 
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Согласно выражению (23) в силу теоремы Ляпунова об 
устойчивости данное невозмущённое движение устойчиво при 
совместном выполнении условий 

1424114341 , AAIAAI                       (24) 
или условий  

., 1424114341 AAIAAI                      (25) 

Условия (24), (25), согласно тождественным соотношени-
ям связи (2), эквивалентны следующим, соответственно 

,, 2331123121 AAIAAI                       (26)  
., 2331123121 AAIAAI                       (27)  

Ограничения (24)−(27) сохраняются и для случая, при ко-
тором  I1 = 0 (λ14 = 0), гироскопические силы на твёрдое тело не 
воздействуют (случай движения тела по инерции) [8].   

Для определения условий неустойчивости данного движе-
ния построим известным образом функцию Четаева [9]. Тогда, 
согласно теореме Четаева о неустойчивости, заключаем, что не-
возмущённое движение тела неустойчиво, если совместно вы-
полняются условия 

2312123311 , AAIAAI                         (28)  
или условия  

., 2312123311 AAIAAI                        (29)  

Условия (28), (29) эквивалентны следующим  

1434114241 , AAIAAI                         (30) 

или, соответственно,  

., 1434114241 AAIAAI                         (31) 

Таким образом, достаточные условия устойчивости ста-
ционарных движений тела группы 1 определяются неравенства-
ми (24) или (25) и эквивалентными им условиями (26) или (27). 
Условия неустойчивости этих движений устанавливаются соот-
ношениями (28), (29) или ограничениями (30), (31).  

Рассмотрим достаточное условие устойчивости стацио-
нарных движений группы 2, происходящих при условии λ23 ≠ 0,  
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когда значения всех остальных параметров λrs = 0. Аналогично 
предыдущему можно показать, что невозмущённое движение 
(11) устойчиво, если выполняются условия  

2331223122 , AAIAAI                      (32) 

или 
., 2331223122 AAIAAI                     (33)  

Условия (32), (33) эквивалентны следующим  
,, 1424214342 AAIAAI                      (34) 

., 1424214342 AAIAAI                     (35) 
Согласно теореме Четаева о неустойчивости невозмущён-

ное движение вида (11) неустойчиво, если совместно выполня-
ются условия  

,, 2331223122 AAIAAI                  (36) 
или условия  

., 2331223122 AAIAAI                  (37)  

Соотношения (36), (37) равносильны условиям 

,, 1424214342 AAIAAI                  (38) 
или условиям 

., 1424214342 AAIAAI                 (39) 

Таким образом, достаточные условия устойчивости ста-
ционарных движений тела группы 2 определяются неравенства-
ми (32), (33) или эквивалентными им условиями (34), (35). Ус-
ловия неустойчивости этих движений устанавливаются соотно-
шениями (36), (37) или ограничениями (38), (39).  

5. Устойчивость стационарного винтового движения 
Получим достаточное условие устойчивости равномерно-

го винтового движения твёрдого тела, имеющего ось кинетиче-
ской симметрии, вдоль этой оси. Данное движение определяется 
совместными условиями равномерного вращения и равномерно-
го сдвига относительно одной из главных осей инерции тела. 
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Пусть e4e3 – ось кинетической симметрии твёрдого тела. 
Тогда 0,, 31242314

23312414  BAAAAA   
и система уравнений движения (5) при всех значениях mrs = 0 
имеет первый интеграл ω34 = ω0 = const. Это соотношение со-
вместно с условием v34 = v0 = const определяет винтовое движе-
ние тела, происходящее вдоль оси его кинетической симметрии.  

В возмущённом движении положим  
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Система уравнений возмущённого движения, полученная  
в силу уравнений (5), имеет следующие первые интегралы  
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Построим функцию Ляпунова в виде связки интегралов 
(40) по Лагранжу  
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где обозначено  
.,,)( 34
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1

3412021    AGvAGGGv  
Согласно критерию Сильвестра  

,0)(, 22   fA                                (41)  
где обозначено  
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Множитель Лагранжа – постоянная λ2, удовлетворяющая 
условиям (41), существует, если выполняется неравенство   
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0)()(4)( 012012
2
34

2  vBGvAGBAGBA           (42)  

при дополнительном условии .341
340   A   

Соотношение (42) выражает достаточное условие устой-
чивости стационарного винтового движения твёрдого тела в 
пространстве L3.  

В случае, при котором система гироскопических сил на 
твёрдое тело не воздействует (λ12 = λ34 = 0), соотношение (42) 
принимает вид  
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а присоединённое к соотношению (43) условие 02
34
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0  GvBA  

принимает форму               
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                               (44) 

Неравенство (44) совпадает с условием устойчивости рав-
номерного винтового движения, приведённым в работе [8].  

Заключение  
В предыдущих разделах получены условия устойчивости 

и неустойчивости стационарных движений твёрдого тела: его 
равномерного вращения и равномерного сдвига относительно 
главной оси инерции, а также равномерного винтового движе-
ния. Все эти движения совершаются телом под воздействием 
системы гироскопических сил, активизированной в пространст-
ве Лобачевского L3. Примерами-представителями гироскопиче-
ских сил являются: 
 сила Лоренца, действующая на электрический заряд, дви-

жущийся в стационарном однородном магнитном поле [10];  
 сила, обусловленная действием эффекта С.Барнетта. 

Этот эффект вызывает усиление намагниченности тела-
ферромагнетика, вращающегося вне магнитного поля, вдоль его 
оси вращения [11];  
 моментно-силовой фактор, возникающий при вращении 

сверхпроводящего твёрдого тела, генерирующего магнитное поле 
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вследствие собственного вращения. Этот фактор является порож-
дённым магнитным моментом Лондона (эффект Ф. и Г. Лондо-
нов) [12];  
 моментно-силовое воздействие, возникающее в результате 

присоединения к телу динамически и статически уравновешен-
ного кинетически симметричного ротора, вращающегося вокруг 
оси инерции с заданной постоянной относительной угловой 
скоростью [13]. 

Система гироскопических сил может быть задана некото-
рым обобщённым потенциалом, который выражается билиней-
ной формой обобщённых координат и обобщённых (по Лагран-
жу) скоростей [14].  

Поскольку при ограничениях ω0 > 0, λ14 > 0 и соотношениях 
(24), (25) (или (26), (27)) выполняются условия (15)–(17), то усло-
вия (24)−(27) являются не только достаточными, но и необходи-
мыми условиями устойчивости стационарных движений группы 1.  

Аналогичным образом, так как при ограничениях v0 > 0, 
λ23 > 0 и соотношениях (32), (33) (или (34), (35)) выполняются 
условия (20), (21), то условия (32)–(35) являются не только дос-
таточными, но и необходимыми условиями устойчивости ста-
ционарных движений группы 2. 

Все стационарные движения тела из групп 1, 2 в некрити-
ческих случаях не являются асимптотически устойчивыми.  
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